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EL TEOREMA ERGODICO MULTIPARAMETRICO

Varias circunstancias me mueven hoy a
expresar mi agradecimiento. En primer lu-
gar deseo manifestarlo a los Sefiores Acadé-
micos que han debido extremar su benevo-
lencia a la hora de decidir sobre mi incor-
poracién a esta Academia. También quiero
agradecer que de la habitual presentacién
haya aceptado hacerse cargo uno de los
maestros mas admirados de nuestro am-
biente cientifico: al agradecer las palabras
del Dr. Santalé debo confesar que nada me
gustaria tanto come poder creer yo mismo
que las merezco,

Muy especialmente quiero agradecer la
presencia de mi amigo el Dr. Manuel Balan-
zat y su familia.

Vaya también mi agradecimiento a todos
los colegas, amigos, parientes y familiares
que han llegado hasta este lugar por razo-
nes de afecto o cortesfa. Su presencia me
reconforta y me alienta.

La teoria ergddica tiene su origen en una
hipdtesis surgida durante los comienzos de
la Mecanica Estadistica a fines del siglo
pasado, segtn la cual el promedio temporal
de una magnitud ligada al estado de un sis-
tema mecanico tiende al promedio de dicha
magnitud sobre todos los estados del siste-
ma compatibles con el nivel de energia en
el que se encuentra.

Como ha ocurrido muchas veces la busea
de una demostracién para la hipétesis fisi-
ca di6 lugar a unos desarrollos matemdticos
y aplicaciones que a primera vista no tienen
una relacién directa con el objeto inicial de
la teoria.

Conferencia pronunciada durante su incorporacion
como Académico Titular, el dia 18 de septiembre de
1992,

por Norberto A. Fava

El estado de un sistema mecédnico con s
grados de libertad se caracteriza por un punto
x = (g, p) del espacio euclidiano R* llamado
el espacio de las fases, donde g = (g, q, , ...,
q,/ son las coordenadas generalizadas y p =
(Py Py --» P,) los correspondientes impulsos.
La evolucién del sistema en el tiempo estd
regida las ecuaciones de Hamilton:

. 9H
9=

dH
3 — (i =12,..8)
ap,

p;:_
Jq,

()

donde H(q,p) = H(q ,....q,p,....p,) es la fun-
cion de Hamilton del sistema considerado.

Una trayectoria del sistema en el espacio
de las fases es una solucién x(t) = (¢(t),p(t)
del sistema de ecuaciones (1) y queda deter-
minada por el estade inicial x, = x(0O).

A todo lo largo de cualquier trayectoria se
cample H(x(t)) = H(g(®),p(t) = ¢ = constan-
te, de manera que cualquier trayectoria real
del sistema en el espacio de las fases tiene
lugar sobre una superficie £_caracterizada
por la ecuacién H(x) = c.

Si para cada punto x, € I, ponemos 6 (x /)
= x(), tendremos 6, = 6,°60, con lo cual se
obtiene un grupo de transformaciones (0,¢
¢ I) de la superficie £ en sf misma. Por
otra parte, como consecuencia del teorema
de Liouville, el grupo (0,) preserva la me-
dida 1 definida sobre £ por medio de la for-
mula

1
: do, (2)
|| grad H ||

w(E) = )[

donde do, representa el elemento de drea de
la superficie . Lo cual significa que para
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cualquier conjunto £ c Xy cualquier ni-
mero real ¢ se cuample u(8.E) = u(E).

En estas condiciones la hipétesis ergodica
introducida por Boltzmann puede expresar-
se matematicamente diciendo que para cual-
quier funcién f(x) integrable con respcto a
u sobre T se cumple

lim --1—

2 rema= =25 | ran

M(Ec) I,
(3)

Tsen

El primer paso hacia una demostracién
de esta hipdétesis fue el célebre teorema de
recurrencia de Poincare que data del afo
1890, atn cuando las ideas intuitivas usa-
das en aquel trabajo debieron esperar una
docena de afios antes de verse legitimadas
por la teoria de Febesgue (cf. [7]).

Pero el avance hacia una solucién satis-
factoria debié esperar al desarrollo de la
teoria general de la medida, llevado a cabo
durante las primeras décadas de este siglo.
Recién en 1931 el matematico norteameri-
cano Geoge Birkhoff probé que el miembro
izquierdo de (3) existe para casi todo punto
x de Z_bajo la condicion de que f sea
mtegrable con respecto a z.

Casi simultdneamente el matematico ruso
A. I. Khinchin [6] probé que la hipétesis
ergodica puede demostrarse si se admite que
el grupo de transformaciones (8, posee una
propiedad que se conoce bajo el nombre de
“ergodicidad”, en tanto que B. 0. Koopman
y J. von Neumann demostraban la conver-
gencia de los promedios temporales en el
sentido de la norma del espacio L2

Desde el comienzo se fue advirtiendo que
el desarrollo de esta teoria, en la que se fo-
man promedios sobre intervalos cada vez
mas grandes, mostraba un asombroso para-
lelismo con la teoria de la derivacidn, en la
que se consideran promedios sobre conjun-
tos cada vez mas pequefios.

Un indicio para la explicacién de este in-
teresante fendmeno estd contenido en el tra-
bajo de F. Riesz [7], en el que muestra que
el teorema ergédico de Birkhoff es conse-
cuencia de su famoso “lema del sol nacien-
te” usado por él mismo para estudiar la
derivabilidad de funciones mondétonas.

Sin embargo, la clave de la semejanza
entre ambas teorias no fue revelada hasta

la aparicién del trabajo de Calderén [2]. En
¢l se demuestra que el teorema fundamen-
tal de la teoria ergddica, llamado “teorema
ergodico maximal” es una consecuencia de
la desigualdad maximal de Hardy y
Littlewood, piedra angular en la teoria de
la derivacidn. Fl interés por el tema fue cre-
ciendo con el tiempo (como lo prueba la ex-
tensién de la bibliografia acumulada) por
sus aplicaciones al estudio de los procesos
estocasticos, los sistemas dinamicos, la teo-
ria de la informacién y la geometria
estocdstica, en la que surge la necesidad de
considerar grupos de transformaciones que
dependen de varios parametros.

Grupos multiparamétricos

Por lo visto se comprende que el marco
general adecuado para el desarrollo de la
teoria estd formado por un espacio de me-
dida (X, M, x) en el que actia un grupo de
transformaciones (g, ¢ € R*) dependiente de
un multipardmetro ¢ = (t, £, ..., t,). Se su-
pone que el grupo de transformaciones pre-
serve la medida 1, en el sentido de que para
cualquier conjunto E ¢ M y para cualquier
t se cumplen

0E € M udE) = u (E). (4)

En estas condiciones, el matematico nor-
teamericano Norbert Wiener [8] prob6 que
los promedios

g e I
S
SR,

donde B_ representa la bola de radio a con
centro en el origen de R* y lag harras ver-
ticales denotan la medida de Lebesgue, con-
vergen en casi todo punto x con respecto a
la medida i cuando ¢ tiende a infinito. La
funcién Hmite

foxd, (5

fix) = lim A_ftx)

o —3m

es invariente, lo cual significa que para
cada ¢, fl6x) = f(x) para casi todo x, y es
integrable; en realidad, |i]|, < ||/]|,- Ademas,
si se agrega la hipdtesis de que la medida
de X sea finita, entonces los promedios A _f
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convergen hacia f también en el espacio L!
(). Es decir,

I |A_fz) - f(x)|dux) — 0 cuando o — e,

Este es el enunciado del teorema ergédi-
co multiparamétrico de Norbert Wiener que
estd encontrando muchas aplicaciones en el
estudio de la Geometria Estocdstica, una de
las ramas mads recientes de la Matematica
contemporanea.

Para que el teorema resulte 1itil en las
aplicaciones es necesario identificar el limi-
te f(x), al menos en el caso en que la medi-
da u(X) sea finita, cosa que supondremos
ahora. Un conjunto E € M se llama inva-
riante si para cada ¢, u(E A ,E) = 0. Los
conjuntos invariantes forman una ¢-algebra
Y My una funcién f{x) es invariante si es
medible con respecto a 7.

Resulta ficilmente que para cualquier
conjunto invariante E, se cumple

g Pdu=l, fau @ew. (6)

Lo cual muestra que en el casg de que
sea una medida de probabilidad, f represen-
ta la esperanza condicional de f con respec-
to a la c-dlgebra .

Un caso particularmente importante se
presenta cuando el grupo (8) es ergédico, lo
cual significa que tode conjunto invariante
o bien es de medida nula o bien es el com-
plemento de un conjunto de medida nula; es
decir, Y estd incluida en la o-4lgebra gene-
rada por los conjuntos de medida nula.

En tal caso las dnicas funciones inva-
riantes son las esencialmente constantes, de
donde resulta facilmente que

.

du (1
ﬂ(X)Jf;z 7

1
im ——| f8x) dt =

ae |B.| B

para casi todo punto x con respecto a la
medida z.

Es natural preguntarse qué ocurre con el
teorema de Wiener si se reemplaza la fami-
lia de bolas con centro en el origen y radio o
por otra familia de regiones mas generales.

Analicemos solamente dos ejemplos en los
qiie las respuestas presentan aspectos muy
diferentes:

1°) Consideramos una familia de regiones
(D) dependiente de un pardmetro real po-
sitivo @ de modo tal que si o < 3, entonces
D, ¢ D, y ademas todo punto de R* perfe-
nece a alguna de dichas regiones. Entonces
el teorema de Wiener subsiste para esta fa-
milia, siempre que se cumplan las siguien-
tes condiciones:

@) |D_-D_+D,| < const. |D|
- . | D AG+D|
(ii) para cada t, lim D el -

La familia formada por todas las bolas B
satisface a estas condiciones; mas aiin: ha
sido posible probar que cualquier familia de
regicnes convexas también las satisface,
obteniendo as{ una generalizacién natural
del teorema de N. Wiener (|3] y [4]).

Por este camino que dejé abierto el tra-
bajo de Calderén [2] resulté posible no sélo
generalizar el teorema de Wiener sino tam-
bién lograr una apreciable simplificacién de
la demostracién original, de o cual el me-
jor exponente es el trabajo de Becker [1].

En la demostracién de estos resultados
Jjuega un papel muy importante el operador
M definido por la férmula

1 :
Mfix) = Sup D jnu [f6x)| dt. (8)

Este operador satisface las propiedades
siguientes:

(ML) M(f+g) < Mf+ Mg, MOP=|LA| Mf,
(M2) || MfAL < (1AL

{M3) existe una constante C tal que para
cualquier f ¥ cualguier nimero A > (,

plx: Mfiz) > A} < L

[

A,

La tercera propiedad es la que se conoce
bajo el nombre de “teorema ergédice
maximal” y representa la clave fundamen-
tal para la demostracién del teorema ergé-
dico.
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2°) Supongamos ahora que o = {0, @, ...,
o, ) es una k-upla de nimeros positivos y que
D_ es el intervalo de R* definido por las re-
laciones

[2,] se |2, soy . |E ] <o

de modo que {D | = 2* a0,

En esas condiciones se puede probar que
sife L” para algun p > 1, entonces los pro-
medios

A fix) =
TN

Jo, o) s

convergen en casi todo punto x cuando los
niimeros ¢, tienden a infinito independiente-
mente. La funciénJdimite f(x) pertenece al es-
pacio L”y A_{ tiende hacia f en la norma del
espacio LP. Sin embargo, ninguna de estas
afirmaciones subsiste cuando p = 1, es decir
cuando se supone simplemente que [ es
integrable, como lo habiamos hecho en el caso
anterior.

¢Cuadl es entonces el espacio adecuado
para asegurar la validez del teorema para
estas regiones D ?

La mejor respuesta que hemos podido dar
a esta pregunta es que los promedios A_f(x)
convergen en casi todo punto x hacic una
funcién limite f(x) cuando los nimeros «
tienden a infinito independientemente, siem-
pre gue para cuclquier niimero A > 0 se
cumpla la condicion

EL (log

|7
Im»m A Y

51
2 ) dt < e,

Las funciones que la satisfacen forman un
subespacio cerrado del espacio de Orlicz
L{log*L)*' que coincide con éste cuando la
medida u(X) es finita [3].

Es interesante sefialar que este enuncia-
do amplia la validez del teorema ergédico
atn en el caso cldsico de un grupoe de trans-
formaciones uniparamétrico, pues en tal
caso £ = 1y los promedios A _f(x) convergen
en casi todo punto siempre que para cual-
quier A > 0 la funcién f sea integrable so-
bre el conjunto donde |f| > A; propiedad que
define una clase de funciones mucho més
amplia que el espacio L.

También en este ejemplo juega un papel
decisivo el operador M definido por la formula

Mf(x) = sup |A_flx)]

cuyas propiedades son ahora esencialmente
distintas, pues ya no goza de la propiedad
M3 del gjemplo anterior.

Sin embargo, es posible probar la existen-
cia de una constante C, independiente de f,
tal que para cualquier A > 0 se cumple

I (Eog %)k-éﬂ

nix: Mfix) >4 £ C JUM .

y esta desigualdad es ahora la clave de la
demostracion.

Uso del teorema ergodico en la
geometria estocastica

El teorema ergddico multiparamétrico ha
encontrado su aplicacién mas importante en
la fundamentacién de la geometria estocas-
tica.

Imaginemos una coleccién infinita de fi-
guras geométricas distribuidas sobre el pla-
no R? de acuerdo con una ley de probabili-
dad P. Esto es en forma muy sucinta lo que
llamamos un proceso aleatorio geoméirico en
el plano.

Cada disposicién o de la coleccién de fi-
guras se llama una realizacion del proceso
y el conjunto Q formado por todas las dis-
posiciones posibles es el espacio muestral de
dicho proceso. Un evento basico E esta for-
mado por todas las realizaciones ® que ve-
rifican una propiedad determinada en una
regién acotada del plano.

Cada translaciéon x—x + ¢ del plano R?
induce una transformacién 6, del espacio
muestral O en si mismo y es claro que se
cumple la propiedad-de grupo 6, =0,°0..

El proceso se llama estacionario si las
probabilidades de eventos que se refieren a
regiones que resultan de transladar una
misma regién (F son iguales. Esto se tradu-
ce en el hecho de que para cualquier evento
E se cumple P(8.E) = P(E); es decir, el gru-
pe (6,) preserva la probabilidad P. En mu-
chos procesos importantes ocurre ademas
que dos eventos que se refieren a regiones
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cada vez mds alejadas son asintéticamente
independientes, lo cual se traduce en el he-
cho de que para dos eventos cualesquiera E
y F se cumple 1a relacion llamada condicién
“‘mixing™
lim P(BE n F) = P(E) P(F)
2>
A su vez esta condicién implica que el
grupo (0,) es ergddico, pues si para cada ¢,
POE AE) =0, entonces P(E) = POENE)y
en consecuencia, P(E) = P(E), de donde se
sigue que P(E} = 0 6 P(E) = 1.
De lo anterior resulta, por ejemplo, que
si1 X(w) es una variable aleatoria con valor
medio finito, entonces el promedio

L[ xow ds
D, [ T

r s

donde I} representa al disco de radio r con
cenfro en el origen, converge casi segura-
mente al valor medio de X cuando r tiende
a infinito. Y en esta forma el teorema
ergédico multiparamétrico se convierte en

un recurso téenico importante para el estu-
dio de la geometria aleatoria.
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